Booleovská algebra





	Booleovská algebra je dvouelementová množina {0,1}, na které jsou definovány operace souètu (+) , souèinu (() , a doplòku ( ´ )  .


	Booleovské promìnné, které mohou nabývat hodnot 0 a 1 se znaèí malými písmeny


		a, b, c, . . . , x, y, z, . . .


	Pomocí promìnných, operací a konstant 0, 1 se vytváøí booleovské výrazy. Napøíklad booleovské výrazy jsou:


		((x + y)´ + 1)


		(a ( ( b + c + d´)) 


	Pomocí závorek je definováno poøadí vyhodnocování výrazù. Vzhledem k tomu, že je definována priorita operací pøi vyhodnocování výrazù, lze èasto závorky vynechat. 


	Priorita operací od nejvyšší k nejnižší je tato:  ´ , (  ,  +  . Proto napøíklad místo 


		((x ( y)  + (z)´) 


lze psát


		x( y + z´


	Zápis x( y  lze dále zkrátit vynecháním znaku operace (  . Výraz x ( y + z´ budeme proto psát  také xy + z´  .


	Protože pro operaci +  platí asociativní zákon je 


		(x + y) + z = x + (y + z) 


a oba dva zápisy lze zkrácenì zapsat bez závorek takto: 


		x + y + z


	Totéž platí pro operaci (  . Typický zápis booleovského výrazu bude proto vypadat napøíklad takto:


		xy´z + x´y


Operace ´ , (  , +  jsou v booleovské algebøe definovány takto:





		x 	+	 y		x	(	y		x  ´


		0	0	0		0	0	0		0  1


		0	1	1		0	0	1		1  0


		1	1	0		1	0	0


		1	1	1		1	1	1





	Booleovskou funkcí  f ( x1 , x2 , . . . xn ) promìnných x1 , x2 , . . . xn  rozumíme zobrazení  {0,1}n ( {0,1}  .


	Každý booleovský výraz definuje zobrazení {0,1}n ( {0,1}a tudíž popisuje (realizuje, reprezentuje) urèitou booleovskou funkci . 


	Napøíklad výraz xy + z


			x	(	y 	+	 z


			0	0	0	0	0


			0	0	1	0	0


			1	0	0	0	0


			1	1	1	1	0


			0	0	0	1	1


			0	0	1	1	1


			1	0	0	1	1


			1	1	1	1	1





reprezentuje booleovskou funkci f


			x	y	z	f


			0	0	0	0


			0	1	0	0


			1	0	0	0


			1	1	0	1


			0	0	1	1


			0	1	1	1


			1	0	1	1


			1	1	1	1





	Existuje úzká souvislost mezi booleovskou algebrou a výrokovým poètem. Boole ve svém pùvodním èlánku, ve kterém booleovskou algebru zavedl napsal, že definoval algebru, která popisuje lidské uvažování.


	Výrokový poèet tvoøí booleovskou algebru pokud interpretujeme


pravdivý výrok			jako	1


nepravdivý výrok 			jako	0


výrokové promìnné			jako	booleovské promìnné 


logické spojky	 ( , ( , (		jako 	 operace  + , ( , ´





	To, že výrokový poèet pøi této interpretaci tvoøí booleovskou algebru, plyne ze skuteènosti, že definièní tabulky logických spojek ( , ( , ( a booleovských operací + , ( , ´ jsou identické. Proto se také booleovské operace + , ( , ´ nìkdy nazývají jako jim odpovídající logické spojky, tj. disjunkce, konjunce a negace.








	Pøi výše uvedené interpretaci výrokového poètu je interpretován


složený výrok				jako	booleovský výraz


	(napø. (p ( q) ( (r		jako	( x + y) z´  )


tautologie				jako	výraz identicky rovný 1


kontradikce				jako	výraz identicky rovný 0


logická  ekvivalence			jako	identita výrazù


literál					jako 	promìnná nebo doplnìk promìnné


konjunkce literálù			jako 	souèin promìnných nebo doplòkù promìnných 						(tzv. minterm)


	(napø. p1 ( (p2 ( p3 		jako	x1 x2´ x3 )


disjunkce literálù			jako	souèet promìnných nebo doplòkù promìnných 						(tzv. maxterm)


	(napø. p1 ( (p2 ( (p3 	jako	x1 + x2´ + x3´ )


DN tvar formule			jako 	výraz skládající se ze souètu mintermù


KN tvar formule 			jako 	výraz skládající se ze souèinu maxtermù


	


	V booleovské algebøe mùžeme definovat další operace, které budou ve výše uvedené interpretaci odpovídat obvyklým logickým spojkám:





definice�
název v booleovské algebøe�
symbol�
odpovídající logická spojka�
�
  x ( y  =  xy + x´y´ 


�
ekvivalence�
( , EQV�
ekvivalence�
�
  x ( y =  xy´ + x´y�
nonekvivalence, sèítání modulo 2�
(, NEQV�
nonekvivalence�
�
  x ( y  =  x´ + y�
implikace�
(�
implikace�
�
  x (y  =  (xy)´�
NAND�
(, NAND�
Shafferova spojka, NAND�
�
  x ( y =  (x + y)´


�
NOR�
(, NOR�
NOR�
�






	Pøi úpravì booleovských výrazù lze používat následující identity:


 (Odpovídají tautologiím výrokového poètu, které byly uvedeny v pøíloze A)





		(x ( y) = (x´ + y)  ,


		(x + y)´ =  (x´y´)  ,				( De Morganovy zákony )


		(xy)´  = (x´+ y´)  ,


		(x + (y z)) = ((x + y)(x + z))  ,			  ( Distributivní zákony )


		(x( y + z)) = (xy + xz)  ,


		(x + 1) = 1 ,


		(x(1  ) = x ,


		(x + 0 ) = x ,


		(x ( 0 ) = 0  ,


		(x´´)  =  x .





	V booleovské algebøe musí platit obdobné vìty jako ve výrokovém poètu (viz pøíloha A). Uveïme aspoò dvì nejdùležitìjší, které budeme používat v dalším 





Vìta B.1


	Každou booleovskou funkci lze vyjádøit jako souèet mintermù nebo jako souèin maxtermù. 





Vìta B.2


	Každou booleovskou funkci lze vyjádøit booleovským výrazem, který obsahuje pouze operaci NAND nebo booleovským výrazem, který obsahuje pouze operaci NOR.
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